Etude de systémes chaotiques:
L a suitelogistique et le pendule a oscillations for cées

x'=o(y —x) Systeme

, dynamique
y=x(p—2)—y de Lorenz
7'=xy—pz
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Sommaire

En quoi certains systemes physiques ou mathématiques en apparence assez simples

peuvent en réalité évoluer de facon quasi-imprévisible ?

Premiere partie: Lechaosdiscret éudié atraverslasuitelogistique

Deuxieme partie: Le chaoscontinu dans le pendule a oscillations for cées
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L asuitelogistique : les modeles continu et discret

idéedeverhulst:  p'(1) = up(t)(M — p(t)) Suite logistique :
M u, .= puu (1l —u
Solution analytique : p(t) — n+1 //t n( n)
1 + Ae—#Mt
Allure de la courbe logistique Points d’ équilibres stables et instables



L a suitelogistique : premiere exploration

g1 = pit, (1 = u,) = flu,) o f(x) = px(l = Xx)

- Convergences: en escalier ou en escargot

- Pointsfixes: attractif, répulsif, super-attractif, parabolique

Exemple de comportement répulsif Exemple de comportement attractif



L a suitelogistique : premiere exploration

Théoreme.S O< u<3 alors,
pour toute valeur initiale u, € 10,1}
la suite (un) est convergente.

L ecasO<u<l Lecas 1<u<2 L e cas 2<u<3



L a suitelogistique : doublement dela période

Théoreme de Coppel. Soit | = [a,b] un intervalle compact et soit f : | — | une fonction continue.
On suppose que f n"admet pas de 2-cycle. Alors, pour tout ug € I, la suite récurrente un+1 = f(un) converge.

Etude du polyndme  f2(x) —x = — x(ux — u + D(u?x> — u(u + Dx + p + 1)

gui possede deux racines non triviales.

Représentation graphique def2 et f Exemple d'un 2-cycle attractif (4=3,2)



L a suitelogistique : doublement dela période

De la méme maniére, on éudiele polynome  £4(x) — x

Apparition d’ un 4-cycle (u=3,53)



L a suitelogistique : doublement dela période

Et ains de suite, on réitere le méme procédé. On obtient |e diagramme de bifurcation ci-dessous :



Lasuitelogistique: la zoneintermédiaireu- = n <4

Le diagramme de bifurcation de plus pres:



Lasuitelogistique: lazoneintermeéediaireu. = n <4

La méthode de Ruelle permet de trouver des valeurs de u
telles que la dynamique soit chaotique.

par exemple u = 3, 67857351043 La« TENTE » de Ruelle
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Lasuitelogistique : dynamique chaotiques u =4

L e chaos au sens de Devaney

e Transitivité : Soit f . I — I une fonction continue. On dit que f est topologiquement transitive ou simplement

transitive si étant donnés deux ouverts non vides U, V' de I il existe un entier p tel que fP(U)nV = .

e Sensibilité aux conditionsinitiales : On dit que f est sensible aux conditions initiales ou simplement sensitive, s'il
existe ¢ > 0 tel que, pour tout x € | et pour tout 7 > 0, il existey €1 et n € N avec |x — y| < 7 et [f(X) — f(y)] > .

e Densite des points périodiques : Les points périodiques de f sont denses dans | s pour tout (X, y) € | , il existe
z€ |x, y[ tel que z soit un point péeriodigue def.
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La suitelogistique : dynamique chaotiques n =4

Construction destermes de la suite logistique ~ Dynamique chaotique pour différentes conditions initiales

£
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La suitelogistique : dynamique chaotiques n =4

Représentation de la sensibilité aux / \/ 'f y \‘

conditionsinitiales: /

!

0

Représentation du « mélange » des
traces (densité) :

13



L e chaos continu : premiere approche

Equation du mouvement : 9 + %Sin(é’) — ()

Schéma du pendule libre Evolution de 6(t)
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L e chaos continu : premiere approche

Evolution des trajectoires pour deux conditions initiales « proches »

A0(1) < (Ql(t), 6’2(t)) donc le systéme n’ est pas chaotique
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L e pendule a oscillations forcées : mise en équation

Schéma du pendule force
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Systeme : {masse M + tige rigide}

Référentiel : terrestre suppose galiléen

Bilan desforces:

- poids

- frottements fluides exercés sur latige
- couple moteur exercéen O

Laliaison pivot est supposee idédle.

Application du théoreme du moment cinétique en O.

Equation du mouvement :

.k, g «
0 +—0 + —=sin(0) = —sin(wt)
m [ mli?



L e pendule a oscillations forcées : resolution du modéele

aqn .
Dans le cas d’ un écoulement visqueux, |’ équation se réécrit : 6 + —06’ + a)gsin(ﬁ) — Asin(a)t)

Courbe temporelle de 6 Pulsation de forcage w = 0,7 rad/s

Dédoublement des périodes
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L e pendule a oscillations forcées : resolution du modéele

Augmentons |’ amplitude de forcage .

Phénomene toujours périodique Dédoublement en deux ellipses
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L e pendule a oscillations forcées . un systeme chaotigue

S on augmente a houveau |’ amplitude de forcage, on obtient des résultats surprenants.

Trajectoire chaotique Portrait de phase chaotique

Existence d' un parametre de chaos : |e systeme est chaotique selon |a valeur du parametre A.
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L e pendule a oscillations forcées : un systeme chaotique

Divergence de trajectoires pour deux conditions initiales « proches » Différence angulaire pour deux conditions initiales « proches »

Nouvelle caractérisation du chaos dans les systemes dynamiques : |’ exposant de Lyapunov.

Ax(f) = Ax(0)e*
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L e pendule a oscillations forcées . application pratique

Résultats pour deux lancers avec des Cl « proches »

Montage expérimental du pendule libre

=> Confirmation des attentes theoriques : systeme non chaotique
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L e pendule a oscillations forcées . application pratique

Courbe angulaire expérimentale
pour un systemeforce :

= Confirmation des attentes théoriques : dédoublement en plusieurs périodes, approche d’ un systeme chaotique

Limites de |’ expérience : parametre de chaos (amplitude) trop faible, le pendule n’ effectue pas des tours entiers
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Conclusion

« Une cause tres petite, qui nous échappe, détermine un effet considérable que nous ne pouvons pas ne pas voir,
et alors nous disons que cet effet est di au hasard. »

Poincaré, Science et Méthode, 1908

La théorie du chaos est souvent assimilée a |’ effet papillon dans la presse et |a littérature.
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